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概要
Abstract
Weprovehereaninequalityontheabsoluteconstantin
Hilbert'stypeinequality．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ；theHilberttypeinequality,theMontgomery‐
Vaughaninequality,largesieveinequality，
MathematicsSubjectCl2uSsification2010；１１Ｎ35.
1３
Hilbertの不等式は元来HilbertがHilbert変換という積分変換を
､した際に考察された不等式で積分形であるが、次の離散型の不等導入した際に考察された不等式で積分形
式をそう呼ぶことが今日一般的である(下式の分母の－が＋になっ
ている場合もHilbertの不等式と呼ばれている.)。Hilbertは任意の複
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素数列{qUr｝('･＝1,2,…)に対して
’逗砦'≦ＣＥ'叫'2,"縦hC=2術(収束するとする）
７.≠８γ
を証明し、後にSchurI7lが、ここに現れた絶対定数Ｃ＝2汀をＣ＝汀
と改良したが、この絶対定数Ｃ＝7rはbestpossible最良である。
1974年、MontgomeryとVaughanI21は、上記不等式を一般化し
て次の二つの不等式：
０＜入2＜入3＜…，任意の複素数列{⑩『｝(r＝2,3,…)に対して、
６：＝inflルール|，（１）
Ｔ≠ｓ
６『：＝infl入s一入,.’（２）
Ｓ
と定義すると、６＞０，６『＞０の場合
’Ｚ差芸｡'≦"‘-1Ｅ'州'(右辺は収束）（３）
７．≠ｓ７・
’画欝.'≦:術画'叫曾‘Ｆ１(右辺は収束）（４）
７，≠ｓ７，
を証明したが、式(3)に現れている絶対定数7rは上記Schllrの場合
を考えればbestpossible最良であるが、式(4)に現れている絶対定
数は最良ではなく、Ａ､Selbergにより、３．２と出来ることが分かって
いて(未公刊unpublished)、その最良絶対定数bestpossibleabsolute
constantは7rであろうと予想されている[11。更に又、Ｅ､Preissmann
は151で等＝4188790…を得ているが､これが今まで公刊されたも
ので最良のものであろう。即ち、式(4)の最良絶対定数bestpossible
absoluteconstantを見出す事は現在未解決問題であるが、この論文
では、次の定理１，定理２，定理３を証明する。
尚、積分型の式(4)の絶対定数については、予想通り汀であることが、
MPapadimitrakisI41により証明されている。
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定理１０＜入2＜入3＜…，任意の複素数列{⑩γ}(r＝2,3,…,Ｒ,Ｒは
任意の十分大である自然数)に対して、
’Ｅ叫乃坐入｡面'≦ｃｚ'"ハー！
ｒ≠ｓ７．
“"‘…"･Ｉ迦…"ＩＣ≦{3(叩巽‘(ﾙ竺‘)勘ﾙﾘ’
定理２０＜入2＜入3＜…，任意の複素数列{u）r}(?､＝2,3,…,Ｒ,Ｒは
任意の十分大である自然数)に対して、
'画"瀞入三ﾙ両'
７･≠ｓ
定理３
＜
×
(Ｅ|"『'26γ－１)'/’
{Ｅ|"鼠'26言1Ｅ－ｉ竺些
（r≠厨(ルー入s)２
+専斌!‘悪い筈‘,曾幽'＋
定理２と同じ条件下で
’E些六症’
ｒ≠８
Ｅ'Ｍｒ１
#
画一
s;s≠t(入｡竺J測り．
＜ ＩＥＩ叫ｗⅧ叩勇仙竺‘)，γ
{３(､'x星’(ﾙ竺J璽川'２E州－１了
)ＥＭ２６５１}!/’
Ｓ
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が成り立つ。
定理２の証明
Callchy-Schwarz-Bunyakowskiの不等式を使うことにより、
’Ｚ叢雲鱗'='ＤＭ洲'/，ヱル竺人蕊’
７.≠ｓｒｓ;s≠『
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≦(Ｅ|"『l26r-1)'/2{Ｅ６『
Ｔ ｒ
ｌＥ万
ｓ;s≠7、
竺二'2}'/２
－入ｓ
となるが、上記右辺の第２因子について
Ｅ‘,'Ｅ刈竺入｡'，≦c’零'"ハー!(cは絶対定数）『ｓ;s≠γ、
なる評価が得られれば、
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γ≠ｓγγ
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となり、目標とする不等式が得られる。従って我々は、
Ｅ‘'Ｅ奈義'2≦c2画'妙『'24-1(cは絶対定数）
ｒｓ;s≠7．ｒ
なる不等式で絶対定数Ｃを出来るだけ小さくして7rに近づけるよう
なものを得んとする。
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とする。図２については、
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歪対称行列(惹雨)に付随する２次形式
…(2)
’逗奈当練’
『≠ｓ
の最大値はその行列(忘些ﾌ『胃)の絶対値最大の固有値の絶対値に等し
く、その固有vector：zu＝(,Ｕ綴）が与えることが分かっているので
({31を参照)、ここに現れているＵ》＝(uﾉs)を固有vectorと考えても一
般性を失わず、その付随する歪対称行列(扉と元)の固有値をj/』(jは
息苦別ﾙｰ M-’ｒ;ｒ≠ｔ
虚数単位,〃ＥＲ)とする。このことを使って、Ｅ３とＤ４を計算する：
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同様にして
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以上よりＥ３＝図４．従って
Ｅ２＝Ｅ３－Ｅ４＋図５＋、６＝図５＋ｚ６
となり
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を得る。□（定理２の証明終わり）
定理３の証明
次の補題を使う。
補題１{31束縛条件：
⑪*Ｂ⑱≠０，（Ｂは正定値行列）
下での、２次形式の比：
｜⑩*A⑰’
｜⑩*Ｂ妃｜
の最大値はＡ⑩0＝入B麺０を満たす⑩o≠０が与え、その最大値はい｜
であり、入は、｜Ａ一入Ｂ|＝０の絶対値が最大の根mootorsoju"onで
ある。ここでＡ，Ｂは行列、鉦はベクトル、入は複素数である。
定理３の証明(続き）
定理２の右辺第２項、第３項に上記補題ｌを
Ａ=Ｍ)(ぃ繍竺‘),)=皿B=(M;'）
(61sはKroneckerのdelta記号）として使うと、｜(此6旨')|≠０より、
上記第２項、第３項は
’A-入B'＝K伽冒i)(ぃ｡竺‘),１－Ｗす')’
＝'Ｍ')Ⅱ(い.筈‘),)-M'='B'D-入'=。
即ち、
(入s－Ｍ２
)一入I|＝|Ｄ一入I|＝０，（Ｉは単位行列）|（
6s6ｔ
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の絶対値最大の根､行列Ｄの絶対値最大の固有値eigenValUe:入max(Ｄ）
の絶対値|入max(Ｄ)|で上から評価される。従って
’E砿!思い｡竺‘)響"‘'＝'…画’Ｓ
≦｜入max(Ｄ)llU)*ＢＵ)’
を得る。
ここで、Gerschgorinの定理Gerschgorin，sTheoremI81を行列
、=(入｡竺‘)璽）
に使うと
’入…(D)'≦1呼震ﾙ竺‘)。
これは、定理２の右辺第１項の因子と等しくなるので、定理の証明は
完了する。□(定理３の証明終わり）
定理１の証明定理３より明らかである。
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